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Аннотация. Предложена модель сообщества «хищник – жертва», в которой 

каждый из рассматриваемых видов обладает возрастной структурой с двумя 

стадиями развития, а также выраженной сезонностью жизненного цикла. 

Моделируется ситуация, характерная для сообщества «песец – мышевидные 

грызуны». Проведено аналитическое и численное исследование 

предложенной модели. Показано, что в системе могут возникать 

периодические, квазипериодические и хаотические колебания, а также смена 

режима динамики в результате изменений текущей численности одного из 

видов в сообществе. В предложенной модели возникают 

длиннопериодические колебания с запаздыванием, подобные автоколебаниям 

в классической модели Лотки – Вольтерры. Показано, что в системе 

возможен переход от устойчивой динамики к квазипериодическим 

колебаниям и обратно к стационарному состоянию, при этом рост значений 

константы полунасыщения уменьшает возможность возникновения 

квазипериодических колебаний. Обширные численные эксперименты 

демонстрируют, что рост потребления среднего количества жертв хищником 

расширяет зону мультистабильности и квазипериодической динамики в 

области устойчивости нетривиального равновесия: вариация текущих 

численностей в популяциях сообщества может привести к смене 

наблюдаемого динамического режима. Проанализированы сценарии перехода 

от стационарной динамики к колебаниям численности хищника и жертвы при 

различных значениях внутрипопуляционных параметров, определяющих 

характер динамики каждого из составляющих сообщество видов, и параметра 

их взаимодействия (константы полунасыщения хищника). Показано, что, 

наряду с устойчивым существованием и развитием сообщества, возможны 

разнообразные сложные колебания взаимодействующих видов. При этом 

характер динамики жертвы определяет и динамику хищника: колебания 

численности популяции жертвы инициируют колебания численности 

хищника такого же типа, который характерен для жертвы, при этом 

внутрипопуляционные параметры хищника могут соответствовать другим 

режимам динамики как стационарным, так и флуктуирующим. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Уравнения Лотки – Вольтерры являются наиболее известной моделью, 

описывающей динамику системы «хищник – жертва», в ходе исследования которой 

было показано, что в подобном сообществе могут возникать периодические изменения 

численностей [1]. Периодические изменения обусловлены тем, что рост численности 

хищника невозможен без жертвы, при этом высокая плотность хищника ведет к 

сокращению плотности жертвы; как результат колебания численности хищника 

запаздывают относительно динамики жертвы. Дальнейшее развитие идей  

Лотки – Вольтерры шло по пути усложнения и обобщения [2–12] при этом 

рассматривались модели как в непрерывном, так и дискретном времени. Широкое 

распространение получили исследования, посвященные непосредственному 

применению моделей, разного уровня сложности и детализации к описанию и анализу 

динамики реальных природных сообществ «хищник – жертва», и их апробации на 

натурных данных [13–17]. 

Среди современных исследований пространственно-временной динамики 

популяций, взаимодействующих по принципу «хищник – жертва» и описываемых 

уравнениями с дискретным временем, следует отметить ряд весьма интересных работ 

[18–25]. В частности, были исследованы флуктуации дискретной по времени системы 

«хищник – жертва» при помощи методов теории динамического хаоса [20, 26–28]. 

Похожие работы, направленные на изучение возникающих динамических режимов, 

проводятся и на основе аппарата дифференциальных уравнений, например [29, 30]. 

Нередко встречаются исследования, посвященные изучению динамики сообществ типа 

«хищник – жертва», когда жертва или хищник представлены несколькими видами [8, 

31–37], или же когда одна из составляющих сообщества подвергается изъятию [38–40].  

В работах, посвященных изучению динамики системы «хищник – жертва» с учетом 

возрастной детализации или стадий развития, используются в основном модели с 

непрерывным временем [41–53], при этом системы с дискретным временем 

применяются реже [54–56]. В частности, можно выделить работы, в которых 

рассматривается влияние возрастной структуры либо хищника [42, 55], либо жертвы на 

развитие сообщества [56–58]. При этом следует отметить, что ситуация, когда 

возрастной структурой обладают обе взаимодействующие популяции, рассматривается 

крайне редко. Исходя из того, что реальные популяции имеют выраженную возрастную 

структуру, моделирование сообщества, состоящего из неоднородных популяций, 

представляется весьма перспективным. 

Сообщество «песец – мышевидные грызуны» представляет собой яркий пример 

взаимодействия по принципу «хищник – жертва». Природные популяции песцов Alopex 

lagopus, населяющие континентальные территории, питаются мелкими грызунами, 

главным образом, полевками, численность которых характеризуется циклическими 

колебаниями [59]. В годы, когда пищи мало, популяции континентальных песцов 

имеют очень низкий репродуктивный уровень; в годы с обильной пищей (когда в 

популяциях жертвы наблюдается подъем численности) количество детенышей в 

пометах вырастает в несколько раз. При этом каждый из видов, составляющих 

сообщество «песец – мышевидные грызуны», характеризуется своей возрастной 

структурой, которую необходимо учитывать в процессе моделирования динамики 

сообщества в целом. 

В данной работе предлагается и исследуется модель «хищник – жертва», 

учитывающая возрастную структуру взаимодействующих видов, характерную для 

сообщества «песец – мышевидные грызуны». 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДИНАМИКИ  

СООБЩЕСТВА «ХИЩНИК – ЖЕРТВА» И ЕЕ НЕПОДВИЖНЫЕ ТОЧКИ 

Модель динамики численности сообщества хищник – жертва, в которой мелкие 

млекопитающие являются кормовой базой для таких хозяйственно-ценных видов, как 

соболи и песцы, имеет вид [60, 61]: 
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где y1 и y2 – относительные численности младшего возрастного класса и 

репродуктивной части популяции хищника (т.е. емкость экологической ниши хищника 

считается единичной, y1 ≤ 1, y2 ≤ 1), с – выживаемость половозрелых особей при 

переходе к следующему сезону размножения. W = w∙α(x1(n)) – репродуктивный 

потенциал хищника, w – его максимально возможное значение а α(x1(n)) зависимость от 

упитанности особи, определяемой уровнем питания. Эта зависимость будет 

формализована ниже. Символами x1 и x2 обозначены численности сеголеток и 

перезимовавших половозрелых особей грызунов (жертвы), соответственно, r1 и r2 – 

репродуктивные потенциалы этих групп, s и v – их выживаемости; β1 и β2 – 

коэффициенты самолимитирования, отражающие интенсивность влияния 

конкурентных взаимодействий между половозрелыми особями разного возраста на 

уровень рождаемости; u – доля численности сеголеток, изъятых хищником, которая 

зависит от численностей жертвы и хищника и будет формализована позже. Отметим, 

что масштабирование и вычисление численности жертвы будем проводить, считая β2 

равным 1. 

Четырехкомпонентная модель динамики сообщества включает две 

двухкомпонентные модели разного типа – у жертвы плотностное лимитирование 

осуществляется экспоненциально, что связано с ярко выраженной плотностно-

зависимой регуляцией рождаемости в популяциях грызунов; у хищника процессы 

плотностного лимитирования проявляются слабее, поэтому линейная зависимость 

оказывается вполне адекватной. Кроме того, каждая из составляющих моделей ранее 

была успешно применена для моделирования динамики отдельных популяций полевок 

[60] и песцов [61]. 

В результате потребления хищником меняется численность жертвы (в основном 

сеголеток: x1(n)). В качестве функции питания хищника (x1) будем использовать 

функцию, учитывающую насыщение хищника или трофическую функцию Холлинга 

второго типа: α(x1(n)) = x1(n) / (x
* 
+ x1(n)), где x

*
 – численность жертвы, при которой 

репродуктивный потенциал хищника будет равен половине максимально возможного. 

Таким образом, если в процессе размножения в n-ом году появилось x1(n) сеголеток, то 

после выедания хищником их осталось 

x1(n)–0∙y2(n)∙α(x1(n)) = x1(n)(1 − 0∙y2(n)∙α(x1(n))/x1(n)) = x1(n)(1 – u), 

где u = 0∙y2(n)∙(x1(n)) / x1(n) = 0∙y2(n) / (x
*
 + x1(n)) – доля численности сеголеток, 

изъятая хищником, а 0 – среднее значение количества жертв (выраженное в 

относительных единицах), потребляемое одной (опять же относительной) единицей 

хищника. Таким образом, происходит влияние хищника на процессы размножения, 

конкуренции и выживания в популяции жертвы.  

Отметим, что для корректности модели необходимо выполнение условия 

0y2(n) / (x
* 

+ x1(n)) < 1, т.е. соблюдение определенных пропорций между 

численностями хищника и жертвы. Когда это условие нарушается, могут появиться 
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отрицательные значения численности. Аналогично, в случае, когда w∙α(x1(n))y2(n) > 1 

выживаемость молоди хищника принимает отрицательные значения, и, модель (1) 

также лишена биологического содержания.  

Модельная траектория системы (1) длины n представляет собой решение 

отображения (1), итерированного n раз при конкретных начальных значениях (x1(0), 

x2(0), y1(0), y2(0)) следовательно, модель (1) имеет содержательный биологический 

смысл, тогда, когда на каждом шаге итерирования n выполняются условия 

0 < 0y2(n) / (x
*
 + x1(n)) < 1 и w∙α(x1(n))∙y2(n) < 1. В связи с этим, на параметры 

исследуемой модели и ее начальные численности накладываются условия 

«физичности» модели. При этом если параметры оказались в области недопустимых 

значений, то можно говорить о гибели сообщества или его части в результате 

переуплотнения.  

Например, если 0∙y2(n) / (x
*
 + x1(n)) > 1, тогда численность хищника существенно 

превышает численность жертвы, которая способна его прокормить, и сообщество 

деградирует в результате «истребления» жертвы и далее гибели хищника из-за голода. 

Если w∙α(x1(n))∙y2(n) > 1, тогда выживаемость молоди хищника принимает 

отрицательные значения, что в свою очередь также можно понимать как гибель части 

сообщества в силу переуплотнения хищника и гибели его молоди в результате 

внутривидовой конкуренции. 

На рисунках 1,а и 1,б приведена область допустимых значений модели (1) в 

плоскости параметров (β1, r1) при фиксированных значениях остальных коэффициентов 

и начальном условии x1(0) = x2(0) = y1(0) = y2(0) = 0.1. Белые области соответствуют 

значениям, при которых модель теряет физический смысл. Отметим, что даже с учетом 

нарушения условий адекватности на некотором шаге итерирования траектория 

системы (1) в асимптотике может притягиваться к некоторому положительному 

аттрактору, а может уйти в отрицательную область. При этом вариация начального 

условия может существенно изменить картину (рис. 1,а и 1,в).  

 

    

Рис. 1. Области допустимых значений системы (1) при вариации значений параметра α0 и 

начального условия а), б) x1(0) = x2(0) = y1(0) = y2(0) = 0.1, в) x1(0) = 0.5, x2(0) = 1, y1(0) = 0.2, 

y2(0) = 0.3. В белой области модель теряет содержательный смысл. 

 

Однако нужно понимать, что поведение системы при значениях параметров из 

белой области вполне может быть интерпретировано как полная или частичная гибель 

как определенной возрастной группы на некотором этапе развития, так и сообщества в 

целом. Действительно, если на конкретном шаге итерирования нарушается условие 

адекватности модели (1), например величина 1 – 0∙y2(n) / (x
* 
+ x1(n)) оказывается 

отрицательной, тогда целесообразно значение выражения 1 – 0∙y2(n) / (x
* 
+ x1(n)) 

положить равным нулю, что будет соответствовать полному съеданию сеголеток 

жертвы хищником в данный момент времени.  
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Аналогично, для второго условия: если w∙α(x1(n))∙y2(n) > 1, тогда обнуление 

выражения 1 – w∙α(x1(n))∙y2(n), характеризующего выживаемость молоди хищника, 

будет описывать гибель незрелых особей. Таким образом, модель (1) с учетом выше 

представленных рассуждений принимает вид: 
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Модельные траектории, соответствующие динамике переменных x1 и y1 систем (1) и 

(2), а также значения выражений 1 – w∙α(x1(n))∙y2(n) и 1 – 0∙y2(n) / (x
*
 + x1(n)) 

представлены на рисунке 2. Как видно, на отдельных шагах итерирования происходит 

нарушение условий адекватности модели, однако значения численностей модели (1) 

положительные и траектория модели демонстрирует нерегулярную динамику. При 

этом для тех же фиксированных значений параметров решение системы (2) может быть 

классифицировано как интервально-периодические трехлетние колебания [62], т.е. 

картина на карте динамических режимов не изменится. Отметим, что подобные 

колебания с резкими всплесками численности раз в три-четыре года наблюдаются в 

реальных популяциях мышевидных грызунов [63, 64]. 

 

 
Рис. 2. а) Условия адекватности модели (1) на каждом шаге итерирования; б) модельные 

траектории, соответствующие динамике переменных x1 и y1 системы (1); в) модельные 

траектории, соответствующие динамике переменных x1 и y1 системы (2). Фиксированные значения 

параметров и начальное условие составляют r1 = 4.8, x
* 
= 1, α0 = 4, β2 = 1, v = 0.15, s = 0.15, w = 2.5, 

c = 0.33, x1(0) = x2(0) = y1(0) = y2(0) = 0.1. 

 

 
Рис. 3. а) Условия адекватности модели (1) на каждом шаге итерирования; б) модельные 

траектории, соответствующие динамике переменных x1 и y1 системы (1); в) модельные 

траектории, соответствующие динамике переменных x1 и y1 системы (2). Фиксированные значения 

параметров и начальное условие составляют r1 = 4.8, x
* 
= 1, α0 = 4, β2 = 1, v = 0.15, s = 0.15, w = 2.5, 

c = 0.33, x1(0) = x2(0) = y1(0) = y2(0) = 0.1. 
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На рисунке 3 представлена ситуация, когда значения численностей модели (1) 

принимают отрицательные значения, и в итоге траектории «уходят» в минус 

бесконечность. Применение здесь модели (2) существенно изменяет динамику: 

наблюдаются длиннопериодические колебания, характер которых схож с динамикой 

траекторий системы (1) на начальном этапе итерирования.  

Неподвижные точки модели (1) и их устойчивость 

Система уравнений (1) имеет три неподвижные точки: 

1. Тривиальная стационарная точка соответствует вымиранию обеих популяций: 

1 21 20, 0, 0, 0y y x x    . 

2. Полутривиальное решение соответствует свободному существованию 

популяции жертвы в отсутствие хищника: 

1 2 1 2
1 21 2

1 2 1 2

1 (1 ) (1 )
0,   0,  ln ,   ln

(1 ) 1 (1 ) 1

v r v r s s r v r s
y y x x

v s v v s v

    
   

         
. 

3. Нетривиальное равновесие соответствует устойчивому существованию 

сообщества «хищник – жертва» и определяется как решение трансцендентного 

уравнения относительно x1: 
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Условия существования нетривиальной стационарной точки модели (1) следующие: 

0 < u < 1, W + c > 1 и r1 > 1 / (1 – u) – r2s / (1 – v), что эквивалентно:  
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Достаточность численности сеголеток (x1) в популяции жертвы для обеспечения 

существования хищника сложным образом зависит от параметров модели (1) и 

определяется выполнением условия: W + c > 1 (рис. 4). Как видно, чем больше значения 

коэффициентов c и w, тем шире диапазон значений х
*
, при которых модель (1) имеет 

содержательный смысл. 

 

 
Рис. 4. Зависимость W + с (в ненулевой стационарной точке) от х

*
. Кривые разных цветов 

соответствуют различным значениям параметра c (слева, при w = 2.0) и w (справа, при c = 0.33). 

Значения других параметров: 0 = 3; x
*
 = 1; r1 = 7.5; r2 = 4.8; β1 = 1.56; β2 = 1; v = 0.1; s = 0.15. 
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Условия для бифуркаций коразмерности 1 системы (1), состоящей из четырех 

уравнений, находятся на основе ее характеристического многочлена 
4 3 2 0S Н L J        , и имеют вид [65]: 

 транскритическая бифуркация  1  : 1 JLSH ;  

 бифуркация удвоения периода  1   : 1 JLSH ; 

 бифуркация Неймарка – Сакера  iе   : )1()1())(( 2  JHJSJLLS . 

Для системы (1) характеристический многочлен задается уравнением: 

1 21 2( 1)2
2 12 1 1 21

2

1 2

( (2 1) )( (1 )(( (1 ))( ( ) )

( ) ) ) 0

x u x
W y c e u r x r x u v s

r v r s v

  
           

       
. 

Нетрудно показать, что условием транскритической бифуркации [66] для нулевой 

неподвижной точки является кривая r2s = (1 – r1)(1 – v), при переходе через которую 

происходит обмен устойчивостью между тривиальным и полутривиальным 

равновесиями, в результате чего тривиальное решение теряет устойчивость, а 

полутривиальное приобретает.  

Область устойчивости полутривиального равновесия помимо границы  

r2s = (1 – r1)(1 – v) формируется линией транскритической бифуркации, разделяющей 

области устойчивости полутривиальной и нетривиальной неподвижных точек, 

*

1 2(1 )(1 ) (1 )( (1 ) ) 0v c w Ln x c v s          

и линиями бифуркации удвоения периода: 

2

1 2 1 2 1 2 1 2(1 )( (1 ) )( (1 ) ) 2( (1 ) )( (1 ) )) 0,v r v r s v s Ln r v r sv v s              
*

1 2(1 )(1 ) (1 )( (1 ) ) 0v c w Ln x c v s         , 

где 
srvr

v
Ln

21 )1(

1
ln




 . 

Границы области устойчивости нетривиального равновесия также находятся на 

основе характеристического многочлена. Они представляют собой громоздкие 

выражения, поэтому приводить их нецелесообразно.  

ДИНАМИКА СООБЩЕСТВА И ЕЕ ЭВОЛЮЦИЯ В РЕЗУЛЬТАТЕ  

ИЗМЕНЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ РАЗВИТИЕ 

ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ВИДОВ 

Используя карты динамических режимов, можно подробно изучить особенности 

изменения области устойчивости неподвижных точек системы (1), а также сценарии 

перехода от стационарной динамики к колебаниям численностей хищника и жертвы c 

ростом значений внутрипопуляционных параметров, определяющих динамику каждого 

из взаимодействующих видов и коэффициента взаимодействия (х
*
 – константы 

полунасыщения).  

Рассмотрим динамические режимы системы (1) в плоскости параметров (β1, r1) при 

фиксированных значениях остальных коэффициентов и начальном условии 

x1(0) = x2(0) = y1(0) = y2(0) = 0.1 (рис. 5). Как видно на картах, потеря устойчивости 

полутривиального равновесия реализуется через каскад бифуркаций удвоения периода. 

Нетривиальная неподвижная точка с ростом значений параметров теряет устойчивость 

как по сценарию Неймарка – Сакера, так и по сценарию Фейгенбаума. При этом с 

ростом значений константы полунасыщения х
*
 наблюдается значительное сужение 

области устойчивости нетривиального равновесия.  
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Рис. 5. Карты динамических режимов модели (1) в плоскости параметров (β1, r1). Числа 

соответствуют длине наблюдаемого цикла, i / 0 – полутривиальное решение, Q – 

квазипериодическая динамика, C – хаотическая динамика, НЗ – значения параметров, при которых 

модель теряет содержательный смысл. 

 

В левом верхнем углу первых трех карт рисунка 5 располагается область 3-цикла, 

которая лежит поверх областей устойчивости нетривиального равновесия и 2-цикла, 

возникшего в результате потери устойчивости решения 3 по сценарию Фейгенбаума. 

На основе этого можно заключить: в модели (1) возникает мультирежимность [60], и 

соответственно реализация 1- или 3-циклов, 2-или 3- циклов определяется значениями 

начальных условий (текущих численностей популяций в сообществе). При этом видно, 

что рост значений параметров 0 и х
*
 сужает область 3-цикла, и режимов, возникших в 

результате его бифуркаций по сценарию Фейгенбаума, и ведет к ее смещению вверх 

вдоль оси ординат. Отметим, что при высоких значениях 0 возникают достаточно 

обширные области значений параметров, при которых система (1) теряет 

содержательный смысл и траектории убегают на бесконечность.  

Также следует отметить наличие внутри области устойчивости ненулевого решения 

области квазипериодической динамики, которая существенно расширяется при 

увеличении значений 0. Соответственно при изменении значений параметров 

возможен переход от устойчивой динамики к квазипериодическим колебаниям и 

обратно к стационарному состоянию. С ростом значений константы полунасыщения х
*
 

«островок» квазипериодической динамики сужается вплоть до полного исчезновения. 

На рисунке 6 изображены модельные траектории при значениях параметров из 

областей квазипериодической и хаотической динамики первой карты динамических 

режимов рисунка 5. Следует отметить, что модельные траектории в рамках 

«квазипериодического острова» представляют собой длиннопериодические колебания с 

запаздыванием, подобные автоколебаниям в классической модели Лотки – Вольтерры 

[11] (рис. 6,а). 

 

 

Рис. 6. Траектории модели (1) при значениях параметров из области (а) «острова», (б) 

квазипериодической динамики (область между осью ординат и областью устойчивости 

нетривиального равновесия), (в) хаотической динамики. 1 – динамика x1, 2 – динамика x2, 3 – 

динамика y1, 4 – динамика y2. 
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В плоскости параметров (w, r1), как и в предыдущем случае, потеря устойчивости 

нетривиального равновесия осуществляется как по сценарию Неймарка – Сакера, так и 

по сценарию Фейгенбаума. На рисунке 7 видно, что потеря устойчивости может 

произойти только при комплексных собственных числах и переходе |λ| через 1. Однако 

каскад бифуркаций удвоения периода здесь также реализуется, но при более высоких 

значениях r1. Как и в плоскости параметров (β1, r1), сохраняется возможность перехода 

от стационарной динамики к квазипериодическим колебаниям, а затем опять к 

равновесию, при этом колебания в области нерегулярной динамики, заключенной 

внутри области устойчивости нетривиального равновесия, подобны флуктуациям, 

представленным на рисунке 6,а. 

 

 

Рис. 7. Карты динамических режимов модели (1) в плоскости параметров (w, r1). Числа 

соответствуют длине наблюдаемого цикла, i / 0–полутривиальное решение, Q –

 квазипериодическая динамика, C – хаотическая динамика, НЗ – значения параметров, при 

которых модель теряет содержательный смысл. 
 

Анализ карт на рисунке 7 позволяет заключить, что рост значений параметра 0 

расширяет зоны мультистабильности и квазипериодической динамики в области 

устойчивости нетривиального равновесия, в то время как увеличение константы 

полунасыщения расширяет области параметрического пространства, в которых 

сообщество (или только жертва) устойчиво. 

Некоторое представление о структуре фазового пространства модели (1) в области 

мультистабильности позволяют получить бассейны притяжения динамических 

режимов (рис. 8). На рисунке 8 видно, что вариация начального условия может 

привести не только к смене динамического режима, но и потере физического смысла 

модели, которую можно интерпретировать как гибель особей в популяциях и, 

следовательно, деградацию сообщества. 

 

 

Рис. 8. Бассейны притяжения динамических режимов модели (1) в области мультистабильности, в 

белой области нарушаются условия 0∙y2(n) / (x
* 
+ x1(n)) < 1 и w∙α(x1(n))∙y2(n) < 1, при которых 

модель (1) имеет содержательный смысл. Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла. 
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Дополнительно были построены карты динамических режимов в пространстве 

параметров (α0, r1) (рис. 9). Как видно, здесь потеря устойчивости по сценарию 

Фейгенбаума невозможна. Увеличение репродуктивных возможностей популяции 

хищника, существенно сужает область устойчивости нетривиального равновесия. Чем 

больше значения w, тем больше окон периодичности возникает в области 

квазипериодической динамики. В частности, на карте при w = 3.5 явно видны области 

мультистабильности, в которых сосуществует несколько динамических режимов. 

Рисунок 10 демонстрирует, что тип достигаемого динамического режима сложно 

зависит от начальных или же текущих численностей популяций в сообществе. 

 

 

Рис. 9. Карты динамических режимов модели (1) в плоскости параметров (w, r1). Числа 

соответствуют длине наблюдаемого цикла, Q – квазипериодическая динамика, НЗ – значения 

параметров, при которых модель теряет содержательный смысл.  
 

 

Рис. 10. Бассейны притяжения динамических режимов модели (1) в области мультистабильности. 

Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла. В области, залитой серым цветом, нарушаются 

условия 0∙y2(n) / (x
* 
+ x1(n)) < 1 и w∙α(x1(n))∙y2(n) < 1, при которых модель (1) имеет 

содержательный смысл.  

 

ВЛИЯНИЕ МЕЖВИДОВОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ НА ДИНАМИКУ 

КАЖДОГО ИЗ ВИДОВ СООБЩЕСТВА «ХИЩНИК – ЖЕРТВА» 

Для понимания механизмов влияния межвидового взаимодействия на динамику 

каждого из видов сообщества, необходимо сравнить динамику популяций каждого 

вида, в случаях, когда межвидовое взаимодействия оказывает и не оказывает на них 

влияние. Действительно если обилие пищи не меняется год от года, то репродуктивный 

потенциал можно рассматривать как постоянную величину. Такая ситуация 

наблюдается в естественных популяциях песцов, населяющих прибрежные территории, 

они питаются морской птицей, рыбой, тюленями и морскими беспозвоночными; 

доступность этих ресурсов практически не изменяется год от года [67]. Как результат, 

прибрежные песцы дают приплод небольшого размера каждый год, и их 

репродуктивный уровень оказывается постоянным. В рамках модели (1) это 
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справедливо, когда α(x1(n)) = 1. В свою очередь равенство нулю коэффициента u в 

системе (1) отражает тот факт, что популяция жертвы развивается локально и не 

подвержена воздействию хищников. Отметим, что когда α(x1(n)) = 1 и u = 0, модель (1) 

представляет собой совокупность двух несвязанных систем уравнений, каждая из 

которых может рассматриваться отдельно и соответствует ситуации, когда межвидовое 

взаимодействие отсутствует. 
 

 

Рис. 11. Динамика возрастных классов хищника (y) и жертвы (x) – линия с маркерами в модели 

взаимодействующих видов (1); без маркеров – динамика отдельных видов, когда α(x1(n)) = 1 и 

u = 0. Значения параметров: w = 2.0; c = 0.33; 0 = 3; x
*
 = 1; r1 = 15; r2 = 8; β1 = 1.875; β2 = 1; v = 0.1; 

s = 0.15. Максимальное по модулю собственное значение  = –1.61. 

 

На рисунке 11 представлена динамика возрастных классов хищника (y) и жертвы (x) 

как с учетом влияния, межвидового взаимодействия, так и без него. Как видно, при 

выбранных значениях демографических параметров популяция хищника 

демонстрирует стабильное развитие в случае, когда пищи достаточно, а численность 

локальной популяции жертвы колеблется с двухлетним периодом. При этом 

зависимость популяции хищника от численности жертвы приводит к тому, что 

динамика хищника подстраивается под динамику жертвы. В свою очередь воздействие 

хищника вызывает уменьшение размаха колебаний жертвы. 
 

 

Рис. 12. Динамика возрастных классов хищника (y) – линия с маркерами в модели 

взаимодействующих видов (1–2); без маркеров – динамика отдельных видов, когда α(x1(n)) = 1 и 

u = 0. Значения параметров: w = 2.7; c = 0.33; 0 = 3; x
* 
= 0.25; r1 = 18; r2 = 8; β1 = 1.875; β2 = 1; 

v = 0.1; s = 0.15. Максимальное по модулю собственное значение:  = –1.8. 

 

Подобная ситуация наблюдается и в случае, когда популяция хищника 

демонстрирует нерегулярную динамику в условиях обилия пищи. Так если, популяция 
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жертвы колеблется с периодом 4 года, в случае межвидового взаимодействия 

нерегулярная динамка хищника подстраивается под динамику жертвы и начинает 

флуктуировать с четырехлетним периодом (рис. 12), при этом размах колебаний 

популяции жертвы уменьшается с сохранением длины периода. 

 

 

Рис. 13. Динамика возрастных классов хищника (y) и жертвы (x) – линия с маркерами в модели 

взаимодействующих видов (1); без маркеров – динамика отдельных видов, когда α(x1(n)) = 1 и 

u = 0. Значения параметров: w = 2.0; c = 0.33; 0 =3; x
* 
= 1; r1 = 7.5; r2 = 4.8; β2 = 1; β1 = 1.56; v = 0.1; 

s = 0.15. 

 

В случае, когда параметры обоих видов внутри треугольника устойчивости, 

динамика сообщества стабилизируется в нетривиальной стационарной точке, если 

пищи достаточно (рис. 13), или в полутривиальной, если кормовых ресурсов не хватает. 

 

 

Рис. 14. Динамика возрастных классов хищника (y) и жертвы (x) – линия с маркерами в модели 

взаимодействующих видов (1); без маркеров – динамика отдельных видов, когда α(x1(n)) = 1 и 

u = 0. Значения параметров: x
* 
= 0.25; w = 2.7; r1 = 8; c = 0.33; 0 = 3; r2 = 4.8; β1 = 1.66; β2 = 1; 

v = 0.1; s = 0.15. 

 

Обилие жертвы, т.е. количество пищи, лимитирует реальный репродуктивный 

потенциал хищника {W = w∙α(x1(n))}, в свою очередь хищник играет регуляционную 



МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ СООБЩЕСТВА «ХИЩНИК – ЖЕРТВА» ПРИ НАЛИЧИИ ВОЗРАСТНЫХ СТРУКТУР 

89 

Математическая биология и биоинформатика. 2019. Т. 14. № 1. doi: 10.17537/2018.14.77 

роль для популяции жертвы: как результат, динамика сообщества может быть 

стационарной. Однако, если хищник обладает очень умеренным аппетитом (x
*
 << x1), 

что может быть связано с наличием у него альтернативного типа пищи, то доступное 

количество пищи данного вида (x1) может в недостаточной степени уменьшать его 

репродуктивный потенциал и тогда сообщество будет демонстрировать флуктуации 

численности обоих видов (рис. 14). В этом случае колебания численности в популяции 

жертвы инициированы изъятием с переменной долей, и потеря устойчивости 

стационарной точкой происходит по сценарию Неймарка – Сакера, т.е. в сообществе 

наблюдаются квазипериодические колебания. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложена дискретная во времени модель динамики сообщества, 

взаимодействующего по принципу «хищник – жертва», ориентированная на описание 

динамики численности сообщества «песец – мышевидные грызуны». При этом каждый 

из рассматриваемых видов обладает возрастной структурой, представленной двумя 

стадиями развития, а также выраженной сезонностью жизненного цикла.  

Проведено аналитическое исследование предложенной модели. Показано, что в 

системе могут возникать периодические, квазипериодические и хаотические колебания, 

а также смена режима динамики в результате изменений текущей численности одного 

из сообществ. Исследованы динамические режимы предложенной модели, а также 

возможности смены динамического режима. Показано, что рост потребления среднего 

количества жертв хищником расширяет зону мультистабильности и 

квазипериодической динамики в области устойчивости нетривиального равновесия, в 

то время как увеличение константы полунасыщения расширяет области 

параметрического пространства, в которых сообщество (или только жертва) устойчиво. 

В системе возможен переход от устойчивой динамики к квазипериодическим 

колебаниям и обратно к стационарному состоянию, при этом рост значений константы 

полунасыщения уменьшает возможность возникновения квазипериодических 

колебаний. Показано, что в модели возникают длиннопериодические колебания с 

запаздыванием, подобные автоколебаниям в классической модели Лотки – Вольтерры 

[11]. 

Проанализированы сценарии перехода от стационарной динамики к колебаниям 

численности хищника и жертвы при различных значениях внутрипопуляционных 

параметров, определяющих характер динамики каждого из составляющих сообщество 

видов, и параметра их взаимодействия (константы полунасыщения хищника). 

Показано, что, наряду с устойчивым существованием и развитием сообщества, 

возможны разнообразные сложные колебания взаимодействующих видов. При этом, 

как правило, характер динамики жертвы определяет и динамику хищника: колебания 

численности популяции жертвы инициируют колебания численности хищника такого 

же типа, что и у жертвы, при этом внутрипопуляционные параметры хищника могут 

соответствовать другим режимам динамики как стационарным, так и флуктуирующим.  

С другой стороны, и хищник может менять динамику жертвы, но лишь в случае 

очень «умеренного» аппетита, что с биологической точки зрения возможно лишь при 

наличии у хищника альтернативного вида пищи. Показано, что зависимость популяции 

хищника от численности жертвы приводит к тому, что динамика хищника 

подстраивается под динамику жертвы. В свою очередь воздействие хищника вызывает 

уменьшение размаха колебаний численности жертвы. 
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