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Аннотация. В настоящей работе подробно исследована эволюция 

полярона в полиацетилене в электрическом поле. Показано, что 

характер зависимости скорости полярона от приложенного поля 

определяется особенностями колебательного спектра полиацетилена. 

Этот спектр рассчитывается численно с помощью гессиана – матрицы 

вторых производных потенциальной энергии системы. Полярон, 

движущийся в электрическом поле со сверхзвуковой скоростью, 

генерирует когерентные колебания оптической ветви спектра 

полиацетилена. Фазовая скорость этих колебаний равна скорости 

полярона. Дополнительным условием для возбуждения моды с 

определенной фазовой скоростью является ее соответствие Фурье-

спектру импульса в форме полярона.  
 

Ключевые слова: полиацетилен, полярон, электрон-фононное взаимодействие, 

когерентные колебания.  

 

ВВЕДЕНИЕ 

Полиацетилен (ПА) является одним из соединений, представляющих большой 

интерес, как с точки зрения экспериментальных приложений, так и в теории 

одномерных систем. Действительно, проводимость транс-ПА увеличивается примерно 

на десять порядков при допировании галогенами, превращая ПА из изолятора в 

органический проводник [1–3]. Причиной этого явления является возникновение так 

называемых топологических дефектов, которые могут свободно двигаться по 

полимерной цепи [4, 5]. Эти дефекты часто называют топологическими солитонами, 

которые могут нести целый или дробный заряд [5, 6]. Для описания этих явлений Су, 

Шриффер и Хигер (СШХ) предложили простую и эффективную модель [4, 7]. 

В недавней работе [8] с помощью сверххолодных атомов 
87

Rb (конденсат 

Бозе – Эйнштейна из примерно 5∙10
4
 атомов), нанесенных на образец ПА, 

экспериментально воспроизведен квантовый гамильтониан СШХ. Оптическими 

методами регистрировались топологические солитоны и проведен анализ их 

последующей динамики. 

Для осуществления направленного переноса заряда необходимо внешнее 

электрическое поле. Считается, что в ПА полярон может играть роль переносчика 

заряда. В ряде работ с использованием гамильтониана СШХ [9–19] было обнаружено, 

что скорость полярона меняется скачком от значений, приблизительно 

соответствующих скорости звука (vзв), до скоростей, в 3–4 раза превышающих vзв. 

Причем эти изменения происходят в очень узком диапазоне значений напряженности 

электрического поля. Однако, авторы подробно не исследовали причину столь 
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странного поведения полярона, ограничившись лишь замечанием о возможности 

перехода с акустической на оптическую ветвь колебаний [13].  

Модель СШХ является многоэлектронной, в которой димеризация цепи ПА 

возникает из-за неустойчивости Пайерлса. В одноэлектронных же моделях, как с 

гамильтонианом СШХ, так и для полярона Холстейна, скорость полярона не 

превышает скорость звука [10, 20, 21, 22]. Было показано, что полярон движется с 

постоянной скоростью при относительно небольших значениях напряженности 

электрического поля. При увеличении значения напряженности электрического поля 

устанавливается колебательный режим движения полярона с блоховскими 

осцилляциями [18, 23, 24, 25]. 

Кроме того, известно, что движущийся в электрическом поле полярон генерирует 

когерентные колебания. Это было показано для одноэлектронной модели ПА. При этом 

было установлено, что фазовая скорость генерируемых колебаний равна скорости 

полярона [20, 26]. 

В настоящей работе подробно исследована эволюция полярона во внешнем 

постоянном электрическом поле в многоэлектронной модели ПА, когда валентная зона 

полностью заполнена и дополнительный электрон находится на низшем свободном 

уровне зоны проводимости. Электрон-фононное взаимодействие учитывается в рамках 

приближения СШХ. Показано, что зависимость скорости полярона от приложенного 

поля определяется особенностями дисперсии колебательных возбуждений ПА. 

Когерентные колебания, генерируемые движущимся поляроном, имеют фазовую 

скорость равную скорости полярона. При этом спектральные характеристики 

колебаний (волновые числа и частоты) определяются оптической ветвью колебаний.  

Полиацетилен представляет собой простейшую одномерную систему с 

сопряженными связями. И ПА может представлять собой полезную модель различных 

биофизических процессов протекающих в живых организмах, таких как перенос 

энергии и заряда. 

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Для рассмотрения движения полярона в электрическом поле используется 

следующий гамильтониан: 

lat elH = H +H ,     (1) 

где классическая часть Hlat описывает недимеризованную решетку, узлы которой 

представляют собой CH-группы ПА:  

     2 2

lat 1
2 2j j

K M
H = x j+ x j + v j    .   (2) 

Здесь x(j)  есть отклонение j-го узла от положения равновесия, v(j) – его скорость; K – 

константа жесткости связи между соседними узлами; M – масса CH-группы.  

Электронная часть в приближении СШХ выглядит следующим образом: 

    el 0 11 ( 1) ( ) ( ) c.c.
j

j j

j

H t x j x j F t c c +


          ,  (3) 

где t0 – интеграл перескока для недимеризованной решетки в равновесии, χ – параметр 

электрон-фононного взаимодействия, и   ( )j jc c
 – операторы рождения (уничтожения) 

электрона на узле j; с.с. означает комплексное сопряжение; δ – параметр, нарушающий 

симметрию (symmetry-breaking term) (см., например, [16]) со ссылкой на работу [27]. 

Однако впервые в таком виде параметр δ был использован в дискретной модели ПА 

[28] без упоминания о континуальной модели Бразовского – Кировой. Этот параметр 

снимает вырождение основного состояния цепи ПА. Параметр δ также используется 



АСТАХОВА, ВИНОГРАДОВ 

152 

Математическая биология и биоинформатика. 2019. Т. 14. № 1. doi: 10.17537/2019.14.150 

для косвенного учета кулоновского отталкивания электронов, чтобы обеспечить 

димеризацию цепи. В данной работе взаимодействие электронов не учитывается, и 

фактор δ используется для проверки предположения о том, что снятие вырождения 

основного состояния приведет к плавной зависимости скорости полярона от 

приложенного поля.  

Взаимодействие электрического поля с зарядом в (3) учитывается через зависящий 

от времени осциллирующий комплексный параметр F(t), который имеет вид [13]: 

F(t) = exp(ieEat/ħ) = exp(iBt), где e – заряд электрона, E – напряженность 

электрического поля, a – расстояние между узлами решетки и ħ – постоянная Дирака. 

Параметр В, зависящий от напряженности поля, имеет размерность обратного времени.  

В работе использованы общепринятые значения параметров для модели ПА 

[9, 12, 16]: K = 21 эВ/Ǻ
2
, t0 = 2.5 эВ, χ = 4.1 эВ/Ǻ, a = 1.22 Ǻ, М = 13 а.е.м., δ = 0.05. 

Моделируется цепочка из N узлов с циклическими граничными условиями (N = 300). 

Число электронов равно N + 1, т.е. N/2 уровней валентной зоны дважды заполнены, а 

электрон, обеспечивающий заряд, находится на нижнем свободном уровне зоны 

проводимости.  

Для моделирования нужно определить начальные условия, т.е. вычислить 

геометрию решетки и вид волновой функции. Это осуществляется методом итераций 

при решении уравнения: 

2 2
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

m

y j j j m m
K KN

   

 

 
          ,  (4) 

где Ψν(j) есть собственный вектор гамильтониана (3) при t = 0; индекс ν нумерует 

уровни энергии и суммирование происходит по всем заполненным уровням; индекс j 

нумерует узлы решетки. Второй член в (4) – это множитель Лагранжа, 

обеспечивающий условие равновесия решетки: ∑j y(j) = 0, где y(j) ≡ x(j + 1) – x(j). 

Область решетки вне полярона димеризована, т.е. длины связей чередуются: более 

длинная связь отвечает одинарной связи в ПА, а более короткая – двойной.  

Временнáя эволюция полярона в электрическом поле рассчитывалась численным 

интегрированием совместной системы уравнений: 

       

          * *

ν ν ν ν

ν

2 1 1

+ χ ψ 1 ψ ψ ψ 1 c.c. ,

Mx j = K x j x j x j+ +

F t j j j j

     

     
   (5) 

            

          

ν 0

1 *

0 ν

i ψ 1 δ χ 1 ψ 1

1 δ χ 1 ψ 1 .

j

k

j

j = t x j x j F t j

t x j x j F t j


        
 

       
 

   (6) 

Система уравнений (5)–(6) интегрировалась методом Рунге – Кутта с шагом 10
–3

 фс.  

ДИСПЕРСИОННОЕ СООТНОШЕНИЕ 

В ряде предыдущих работ высказывались предположения о роли акустической и 

оптической ветвей колебаний в динамике полярона при различных напряженностях 

электрического поля [11, 12]. Поэтому для рассматриваемой модели были рассчитаны 

колебательные спектры. 

Дисперсионные соотношения для решетки ПА т.е. зависимость частоты от 

волнового числа ω = ω(k) рассчитывалась с помощью диагонализации гессиана – 

матрицы вторых производных полной энергии системы, находящейся в равновесии. 

Матричные элементы гессиана вычислялись численно: 
2 ( )

( ) ( ) ( )
       –ij

E f i
G

x i x j x j

 
 
  

, где 
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f(i) – i-ая компонента силы в положении равновесия. Собственные значения ε(j) 

матрицы гессиана определяют частоты колебаний: ω
2
(j) = ε(j)/M. 

Из-за многоэлектронности задачи гессиан не является трехдиагональной матрицей, 

что свидетельствует о дальнодействующем характера взаимодействия в ПА.  

Полученная дисперсионная зависимость показана на рисунке 1. Естественно, что 

из-за димеризации цепи (альтернирования длин связей) есть две ветви колебаний – 

акустическая и оптическая. В законе дисперсии для ПА есть интересные особенности. 

Во-первых, зависимость частоты от волнового числа для акустических колебаний 

почти линейная. Это означает, что фазовая скорость (vф = ω/k) всех акустических 

колебаний мало меняется и находится в диапазоне от 0.8vзв на границе зоны Бриллюэна 

до скорости звука vзв в центре зоны Бриллюэна (vзв = 0.153 Ǻ/фс). Во-вторых, для 

оптической ветви колебаний характерна слабая линейная зависимость частоты от 

волнового числа в области k   2, т.е. dω/dk ≈ 3·10
–3

. В этой области ω ≈ 0.2 фс
–1

 и 

фазовая скорость гиперболически растет при уменьшении k.  

 

 
Рис. 1. Дисперсионные кривые для цепи ПА, N = 300. Кружки – вычисленные значения частот из 

матрицы гессиана. Верхняя кривая – оптическая ветвь колебаний, нижняя кривая – акустическая 

ветвь, 0 ≤ k ≤ π, Δ = 0.05. 

 

ПОЛЯРОН В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ 

При моделировании эволюции полярона в электрическом поле в качестве 

начальных условий использовалась геометрия неподвижного полярона, полученная 

решением системы самосогласованных уравнений (4) с одним дополнительным 

электроном. Электрическое поле включается мгновенно, а напряженность поля 

задается через параметр В.  
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Рис. 2. Начальные условия для полярона на цепи ПА. Пунктиром и кружками обозначено 

отклонение длин связей z(j) от равновесных значений; сплошная линия и квадратики – 

усредненный добавочный заряд q(j). 

 

На рисунке 2 приведены начальные условия для полярона, – геометрия решетки в 

области полярона и усредненное значение волновой функции, т.е. распределение 

заряда на цепи. На этом рисунке отклонения длин связей от равновесного значения 

определяются как z(j) = y(j) – y0(j) и y0(j) – разница между длинами связей в 

димеризованной решетке в отсутствие полярона. Эти координаты удобны для 

визуализации формы полярона при его движении в электрическом поле. Для 

изображения распределения заряда на цепи удобной величиной является усредненный 

дополнительный заряд q(j) ≡ [ρ(j + 1) + ρ(j – 1) + 2ρ(j)]/4, где ρ(j) = ∑ν|ψν(j)|
2
 – 1 и 

суммирование проходит по всем заполненным уровням.  

 

        
а)        б) 

 
Рис. 3. Эволюция полярона в электрическом поле. а) Зависимость положения полярона на решетке 

от времени. Кривые делятся на две группы: десять верхних кривых соответствуют сверхзвуковым 

скоростям при напряженностях электрического поля Е > 0.0385 мВ/Å. Четыре нижние кривые 

соответствуют дозвуковым поляронам при напряженностях электрического поля Е < 0.0385 мВ/Å. 

Кривые на этом рисунке соответствуют возрастающим значениям напряженностям поля снизу 

вверх. Линии из точек на этом рисунке показывают переходы через циклические граничные 

условия при N = 300, т.е. (j = N) → (j = 1). б) Установившиеся значения скоростей поляронов в 

зависимости от напряженности поля Е для δ = 0.05 (кружочки) и δ = 0 (треугольники). Линия из 

точек – скорость звука. На вставке показана в увеличенном масштабе область перехода от 

дозвукового к сверхзвуковому полярону. Напряженность поля измеряется в мВ/Å, скорость 

полярона в Ǻ/фс. 

 

На рисунке 3,а показано изменение положения центра полярона при движении в 

электрическом поле разной напряженности E. При этом положение полярона 
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определяется по максимуму значения q(j). Полярон начинает движение с узла j = 150 из 

состояния равновесия и довольно быстро достигает постоянной скорости. 

Установившиеся значения скоростей зависят от напряженности электрического поля.  

Зависимость стационарной скорости полярона от величины приложенного поля 

показана на рисунке 3,б. Особенностью этой зависимости является резкое 

переключение (скачок) скоростей при малом изменении напряженности поля. Если 

Е < 0.0385 мВ/Å, то стационарная скорость полярона немного меньше скорости 

звука vзв. Если же Е > 0.0385 мВ/Å, то скорость полярона скачком меняется до 

vп > ≈ 2.2 vзв. В обоих случаях скорости полярона укладываются в диапазоны фазовых 

скоростей: скорость дозвукового полярона соответствует фазовой скорости 

акустической ветви, а сверхзвуковые поляроны – фазовой скорости оптической ветви. 

Для сравнения треугольниками на рисунке 3,б показана зависимость скорости полярона 

от напряженности поля для вырожденного основного состояния цепи (δ = 0). 

Оказалось, что снятие вырождения не меняет характер зависимости, но примерно в 

четыре раза понижает величину критического поля. В случае δ = 0 величина 

полученного критического поля Eкр = 0.151 мВ/Ǻ, что совпадает результатами других 

авторов [12]. 

 
а)       б) 

Рис. 4. "Фотографии" полярона в электрическом поле: а) дозвуковой полярон: E =  0.0371 мВ/Å. 

За время t = 7840 фс полярон сделал три полных оборота по решетке с циклическими граничными 

условиями, пройдя расстояние в 925 узлов. б) Свехзвуковой полярон: t = 700 фс, E = 2.12 мВ/Å. 

Обозначения: кружки и пунктирная линия – относительные смещения z(j), квадратики и сплошная 

линия – дополнительный заряд q(j);  = 0.05. 

  

Динамика полярона в до- и сверхзвуковом режимах сильно отличается. Дозвуковой 

полярон движется в виде уединенного возмущения решетки с волновой функцией, 

согласованной с этим возмущением (рис. 4,а). Движущийся заряд незначительно 

меняет свою форму по отношению к сформированному начальному состоянию: 

полярон становится немного ýже, а амплитуда слегка увеличивается. Сжатие решетки в 

области полярона компенсируется областью растяжения. На рисунке 4,а область 

растяжения решетки выглядит в виде небольшого пика с максимумом на узле решетки 

j ≈ 225. Участок растяжения решетки обгоняет полярон и движется со скоростью звука.  

В случае сверхзвукового полярона картина эволюции выглядит иначе. На 

рисунке 4,б показана "мгновенная фотография" сверхзвукового полярона после 

эволюции в течение 700 фс в поле напряженностью E = 2.12 мВ/Ǻ. К этому моменту 

полярон движется с постоянной скоростью равной примерно 3.2 скорости звука. По 

мере своего движения сверхзвуковой полярон возбуждает колебания решетки [29]. Эти 

колебания следуют непосредственно за поляроном. Спектральный анализ этих 

колебаний (пространственный и временнóй Фурье-анализ) показывает, что это 

монохроматическая волна с фиксированными значениями частоты ω и волнового 

числа k. На рисунке 5 показаны колебания во временнóй и пространственной 
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развертках. Видно, что это действительно гармонические колебания и Фурье-анализ 

дает единственные пики для частоты и волнового числа. Колебания на рисунке 5 

описываются синусоидой: z(j) = –0.018∙sin[0.209t + 2.632(j – 227)]. 

  
    a)      б) 

Рис. 5. а) Колебания 180-й связи после прохождения сквозь нее полярона в момент времени 

t ≈ 125 фс (частота колебаний равна ω = 0.209 фс
–1

). б) Колебания, следующие за поляроном 

(сплошная линия). Кружки совпадают с теми значениями, которые показаны на рисунке 4,б в 

дискретные моменты времени, волновое число k  = 2.632.  

 

Возникает вопрос, почему возбуждаемое колебание монохроматическое и чем 

определяется выбор частоты ω и волнового числа k. Для ответа на эти вопросы для 

неподвижного полярона был проведен анализ распределения плотности на узлах 

решетки всех N + 1 волновых функций. Оказалось, что средняя плотность заряда от N 

волновых функций, занимающих N/2 нижних уровней, равна единице. Эти волновые 

функции за счет ЭФВ обеспечивают альтернирование длин связей (эффект Пайерлса). 

А волновая функция дополнительного электрона, находящегося на нижнем уровне 

зоны проводимости локализована, и именно она ответственна за формирование 

полярона за счет электрон-фононного взаимодействия.  

Поэтому можно ввести эффективный гармонический потенциал взаимодействия с 

дальнодействием. Коэффициенты жесткости такого потенциала являются матричными 

элементами гессиана. Тогда задача формально превращается в одноэлектронную. Для 

одноэлектронной задачи уравнение движения j-ой частицы можно представить так: 

 
 

2

гарм возб2

d
,

d

x j
M f f j t

t
                                                    (9) 

где fгарм – сила от эффективного гармонического потенциала, а fвозб(j,t) моделирует 

силу, действующую со стороны полярона на решетку. 

Для такой задачи можно провести анализ подобный тому, который был сделан в 

работе [20] для полярона на гармонической решетке в одноэлектроной постановке 

задачи. В случае стационарного движения полярона в электрическом поле все энергия, 

получаемая поляроном при перемещении во внешнем поле, передается в колебания. 

Для оценки передаваемой мощности на j-й узел 
,

      ,
( )

( ) ( )j возб

dх j t
W j f j t

dt
 , удобно 

перейти в Фурье-пространство. Фурье-спектр внешней силы fвозб(j, t) определяется 

формой полярона (см. рис. 6). Заметим, что в нашем случае можно построить Фурье-

спектр, используя как акустические, так и оптические колебания, т.к. каждая ветвь 

колебательного спектра представляет собой полный набор ортогональных функций. 

Оказалось, что для стационарного случая, когда полярон движется со скоростью vп, 

т.е. fвозб(j, t) = fвозб(j – vпt), вклад в W вносят только те гармоники, которые входят в 

Фурье-спектр внешней силы. Иными словами, энергия может передаваться только 
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колебаниям, спектральные характеристики которых соответствуют Фурье-компонентам 

внешней силы. На рисунке 6 показан Фурье-спектр полярона, полученный 

разложением по собственной функции оптической ветви.  

 

 
Рис. 6. Фурье-спектр импульса, имеющего форму полярона, движущегося со скоростью vп = 3.2 vзв 

в поле E = 2.12 мВ/Ǻ. Спектр получен разложением по оптической ветви колебаний.  = 0.05. 

 

Видно, что спектр охватывает колебания с волновым числом k от 0 до k ≈ 1.3, что 

соответствует фазовым скоростям оптического колебательного спектра от 

бесконечности до ≈ 0.35 Ǻ/фс. Эта величина как раз и соответствует пороговому 

значению скорости сверхзвуковых поляронов.  

Конкретные спектральные характеристики возбуждаемого колебания определяются 

балансом энергий: W = eEavп. Отсюда, учитывая Фурье-спектр внешней силы-полярона 

и дисперсионные кривые для цепи ПА, можно найти зависимость скорости полярона от 

величины приложенного электрического поля. Эта зависимость может быть получена 

только численно. 

ВЫВОДЫ  

В работе методами молекулярной и квантовой динамики подробно изучена 

эволюция полярона на цепи полиацетилена в электрическом поле в зависимости от 

напряженности поля. Используется известная модель Су – Шриффера – Хигера с 

дополнительным включением члена Бразовского – Кировой, снимающего вырождение 

основного состояния. 

Обнаружено, что динамика полярона на решетке определяется колебательным 

спектром и дисперсионными законами многоэлектронной задачи для цепи ПА. Для 

акустической ветви зависимость частоты от волнового числа почти линейная. Фазовая 

скорость акустических колебаний почти постоянна и находится в диапазоне от 0.8 vзв 

на границе зоны Бриллюэна до скорости звука vзв в центре зоны Бриллюэна. Для 

оптической ветви колебаний характерна слабая линейная зависимость частоты от 

волнового числа в области k ≤ 2, и групповая скорость dω/dk ≈ 3·10
–3

. В этой области 

ω ≈ 0.2 фс
–1

 и фазовая скорость гиперболически растет с уменьшением k. 

Показано, что снятие вырождения основного состояния не меняет скачкообразный 

характер зависимости скорости полярона от напряженности электрического поля. 

Однако значительно снижается величина критического поля, при котором скорость 

полярона становится сверхзвуковой. Если в случае δ = 0 величина критического поля 

Eкр ≈ 0.15 мВ/Ǻ, то для δ = 0.05 Eкр ≈ 0.038 мВ/Å.  
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Показано, что при стационарном движении дозвукового полярона в электрическом 

поле происходит медленное изменение его формы. Полярон становится ýже, а 

амплитуда немного увеличивается. Сжатие решетки в области полярона 

компенсируется областью растяжения, движущейся впереди полярона со скоростью 

звука. 

При стационарном движении сверхзвукового полярона энергия, получаемая со 

стороны электрического поля, идет на возбуждение когерентных колебаний оптической 

ветви спектра. Скорость полярона совпадает с фазовой скоростью возбуждаемой 

колебательной моды.  

Оказалось, что при движении полярона передача энергии возможна только той моде 

оптического спектра, которая присутствует в Фурье-разложении движущегося 

полярона, который, по сути, является для цепи ПА внешней возбуждающей силой. Это 

условие накладывает дополнительные ограничения на скорость полярона (фазовую 

скорость возбуждаемой моды), что приводит к возникновению нижней границы 

скорости сверхзвукового полярона, и, соответственно, ступенчатому характеру 

зависимости скорости полярона от приложенного поля. 

Полиацетилен, хотя и не имеет прямых аналогов в живой природе из-за жесткости 

своей структуры и биохимической устойчивости, может служить моделью для 

изучения процессов транспорта энергии и заряда в тех случаях, когда рассмотрение в 

рамках одноэлектронного приближения оказывается недостаточным. Помимо этого, 

полимеры с сопряженными связями находят практическое применение в 

биомедицинских [30] и биосенсорных [31] приложениях. 
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