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Аннотация. Представлены результаты аналитического анализа 

стационарных решений дифференциального уравнения с двумя 

запаздывающими аргументами, используемого для моделирования 

молекулярно-генетических систем, в которых запаздывание присутствует как 

их естественная составляющая. Анализ проведен на модели локальной 

трансляции в активированном синапсе. Описаны условия существования 

неотрицательных стационаров и разработана теория их устойчивости в 

зависимости от значений запаздывающих аргументов, которая позволяет 

полностью охарактеризовать эти стационары для всего спектра значений 

параметров модели. Теория гарантирует неустойчивость положительного 

стационара для любых значений запаздывающих аргументов 2  1  0, 

если он является неустойчивым при нулевых значениях 1 и 2 (безусловная 

неустойчивость). Если положительный стационар является устойчивым 

только при нулевых значениях запаздывающих аргументов, то для реальных 

молекулярно-генетических систем эта область также является областью 

безусловной неустойчивости. Для положительных стационаров, которые 

устойчивы при 1 = 2 = 0, определены области безусловной устойчивости, 

когда стационары сохраняют устойчивость при любых значениях τ, и 

относительной неустойчивости, когда они ее теряют при некоторых 

значениях τ. Показано, что с увеличением эффективности трансляции, 

сложности и нелинейности механизмов ее регуляции, области безусловной и 

относительной устойчивости положительного стационара модели 

уменьшаются, а области безусловной неустойчивости стационара 

увеличиваются. Т.е., повышенная активность системы локальной трансляции 

может быть фактором ее нестабильности и риска нейропсихических 

заболеваний, связанных с нарушением пластичности синапса и памяти, для 

которых постулируется важность стабильного протеома в синапсе. 
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ВВЕДЕНИЕ 

При описании многих биологических процессов используется нелинейное 

уравнение с запаздывающим аргументом вида: 
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 
    ,

dx t
F x t x t

dt
   .    (1) 

Оно широко применяется для моделирования нелинейных динамических процессов, 

характерной особенностью которых является наличие запаздывания сигнала от 

момента его возникновения до момента воздействия на систему. В молекулярно-

генетических системах запаздывание возникает как следствие матричного принципа 

хранения и передачи наследственной информации реализуемого через сложно 

организованные процессы транскрипции и трансляции, которые у эукариот к тому же 

разнесены в разные компартменты: транскрипция протекает в ядре, а трансляция в 

цитоплазме. Оба процесса представляют собой многостадийный синтез вещества без 

ветвления с n промежуточными стадиями, который может быть представлен 

автономной системой из n дифференциальных уравнений, обладающей предельным 

свойством [1, 2], а именно, при неограниченном росте числа промежуточных стадий 

концентрация конечного продукта синтеза x(t) определяется, как решение уравнения с 

запаздывающим аргументом 

 
    

dx t
f x t kx t

dt
     .    (2) 

Это позволяет достаточно просто моделировать функционирование таких сложно 

организованных процессов как транскрипция и трансляция, без описания 

промежуточных стадий. Управляющая функция f в таких моделях может описываться 

унимодальными, монотонно возрастающими и монотонно убывающими функциями, 

или их сочетанием. В таких системах часто демонстрируют сложную динамику, в том 

числе и хаотическую [3–12]. Ранее анализ сложных (периодических и хаотических) 

решений уравнения с запаздывающим аргументом был проведен как на моделях 

гипотетических генных сетей, так и на моделях систем, имеющих реальный 

биологический прототип [3, 4, 11, 13–18]. Оказалось, что запаздывание, которое 

присутствует в природных молекулярно-генетических системах как их естественная 

составляющая, является одним из факторов возникновения хаоса [12]. Более того, 

выяснилось, что наиболее высокий хаотический потенциал демонстрируют системы, 

функционирование которых контролируется через позитивно-негативные регуляторные 

механизмы, среди которых системы автокаталитического синтеза и деградации 

транскрипционных факторов и локальной трансляции в активированном синапсе [3, 4, 

19]. Однако экспериментальных доказательств возможности возникновения хаоса в 

этих системах нет. В то же время, наличие спектра нейропсихических заболеваний, 

включая аутизм и эпилепсию, для которых постулируется важность стабильного 

протеома в активном синапсе (см. обзоры: [20, 21]), косвенно свидетельствует о такой 

возможности [19]. 

В связи с этим вопрос наличия стационаров в моделях молекулярно-генетических 

систем, описываемых уравнениями с запаздыванием, и оценки их устойчивости, 

приобретает особый интерес. 

Для уравнения (2) с управляющей функцией ( )
1 h

f x
x





, в которой h является 

коэффициентом Хилла и определяет степень нелинейности монотонно убывающей 

функции f, свойства стационаров исследованы подробно [22]. Эта модель описывает 

молекулярный механизм негативного типа регуляции эффективности экспрессии 

генетического элемента конечным продуктом х (механизм авторепрессии), который 

широко распространен в природных молекулярно-генетических процессах [23–31]. Для 

неё показано наличие единственной неотрицательной точки покоя, которая для любых 

значений параметров  и h при  = 0 является устойчивой, и к ней стремятся все 
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траектории уравнения (2). Однако если запаздывание больше некоторого критического 

значения, то эта точка покоя теряет устойчивость, и в ней рождается цикл. Так, для 

эукариотической системы – сомитогенеза у позвоночных твердо установлено, что 

осциллирующий характер ее развития определяется активностью авторепрессора Hes 7 

[32–40]. Экспериментально показано, что уменьшение времени задержки сигнала 

авторепрессии гена Hes 7 в результате делеций интронов в последовательности этого 

гена является критическим для формирования осцилляций [39, 40].  

Условия возникновения нестабильности в моделях генных сетей, описываемых 

уравнениями вида (2), исследованы достаточно подробно [12–18]. Оказалось, что 

помимо запаздывания на стабильность данных систем влияют сложность и 

нелинейность механизма, описываемого управляющей функцией – чем она выше, тем 

больше вероятность потери стабильности в системе [13, 17].  

Ранее мы показали наличие высокого хаотического потенциала в модели локальной 

трансляции в синапсе, что является критическим с точки зрения его функционирования 

[19, 41]. В модели процесс трансляции был описан одним дифференциальным 

уравнением с двумя запаздывающими аргументами вида 

 
      1 2,n

dx t
F x t x t kx t

dt
      .    (3) 

Нетрудно видеть, что если время активации и блокирования синтеза белка х совпадают 

(1 = 2), то систему (3) можно свести к уравнению (2). Управляющая функция Fn в этой 

модели описывала позитивно-негативный механизм регуляции локальной трансляции и 

относилась к классу обобщенных функций Хилла [42]. Нестабильность этой системы 

зависела от параметров запаздывания и нелинейности механизмов регуляции 

трансляции, как и в других исследованиях решений уравнений вида (2) [12–18, 22]. 

Встал вопрос о поиске устойчивых решений уравнения (3) с управляющей функцией 

Fn. Однако для данного конкретного вида уравнений с запаздываниями нам не удалось 

в доступной литературе обнаружить теории устойчивости неотрицательных 

стационаров в зависимости от значений запаздывающих аргументов.  

Настоящая работа посвящена описанию метода анализа устойчивости стационаров 

в уравнении с двумя запаздывающими аргументами на примере модели локальной 

трансляции в активированном синапсе.  

ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ 

Модель локальной трансляции в активированном синапсе описывает простейший 

генетический контур регуляции de novo синтеза рецепторных белков в синапсе в ответ 

на их стимуляцию в зависимости от соотношения параметров запаздывания сигналов 

активации и блокирования трансляции [19]. В модели этот регуляторный контур 

описан дифференциальным уравнением с запаздывающими аргументами  

( )
( ( ), ( )) ( ).i n ae be a

da t
V F a t a t k a t

dt
          (4) 

где a(t) – концентрация рецепторов; ( ( ), ( ))i n ae beV F a t a t     – скорость 

восстановления рецепторов на мембране; ( )ak a t  – скорость утилизации рецепторов с 

мембраны, ka – константа скорости утилизации; Fn – функция, описывающая процессы 

активации и блокирования локальной трансляции; Vi – параметр, задающий 

максимальную скорость инициации трансляции рецепторов; τa и τb – время, 

необходимое для активации и блокирования трансляции, соответственно; τe – 

суммарное время трансляции белка и его включения в рецепторный комплекс; 
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τaе = τa + τe и τbе = τb + τe – длительности прохождения сигналов вдоль контуров 

активации и блокирования трансляции.  

Управляющая функция имеет следующий вид 

( , )

1

a

a b

n
h

a

n h h

a b

x

K
F x y

x y

K K

  
  
    

             

.     (5) 

и в наиболее простой феноменологической форме описывает процессы активации и 

блокирования процессов локальной трансляции: при росте x значение Fn растет, а при 

росте y – уменьшается. Параметры Ka и Kb имеют размерность концентрации и задают 

эффективность влияния рецепторов на процессы активации и ингибирования 

трансляции, соответственно; параметры ha и hb являются безразмерными 

коэффициентами Хилла и задают нелинейность влияния рецептор-инициирующих 

сигналов на процессы активации и блокирования трансляции, n – безразмерный 

коэффициент Хилла, который задает число молекул белка FMRP (Fragile X Mental 

Retardation Protein), участвующих в контроле локальной трансляции.  

Оценка параметров (τa, τb, τe, hа, hb, n, ka, Vi,) модели (4),(5) была проведена на 

основании существующих данных о структурно-функциональной организации 

глютаматергических синапсов и механизмов регуляции локальной трансляции [43–51]. 

Их значения представлены в таблице 1.  

Таблица 1. Значения параметров модели (4),(5) 

Параметр 
Значение [ед. 

измерения] 
Параметр 

Значение [ед. 

измерения]
*
 

Параметр 
Значение [ед. 

измерения] 

τа 1 [мин] hа 1 ka 1 [мин
–1

] 

τb 2–5 [мин] hb 2–6 
Vi 

4–1200 

[молекул/мин] τe 3–13 [мин] n 1–3 
*
Если размерность не указана, то величина является безразмерной. 

 

Что касается оценки параметров Ka и Kb, то в виду отсутствия конкретных данных, 

мы приняли, что значения Ka и Kb пропорциональны концентрации рецепторов на 

мембране и, следовательно, по порядку величины сравнимы с количеством рецепторов 

на мембране PSD, которое составляет 50–1000 молекул на мембрану [43, 48]. Также, 

исходя из того, что процесс активации предшествует процессу ингибирования можно 

предположить, что процесс активации не только наступает раньше процесса 

ингибирования, но и осуществляется, как минимум, не менее эффективно. Отсюда 

принимаем неравенство Ka  Kb. Для определенности, при расчетах считали 

1  Kb/Ka  10. 
 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 

1. Метод анализа устойчивости неотрицательных стационаров системы уравнений 

(4),(5) 

Для поиска неотрицательных стационаров в модели (4),(5) имеем уравнение  

( , ) .i

n

a

V
F x x x

k
       (6) 
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При nha > 0 оно всегда имеет нулевое решение. Из вида функции Fn следует, что при 

nha = 1 уравнение (4) во всем диапазоне значений параметров имеет ровно один 

положительный корень. При nha > 1 в зависимости от значений параметров количество 

положительных решений колеблется от 0 до 2. В общем случае количество и значения 

положительных решений вычисляли численно. Примеры для всех вариантов решений 

показаны на рисунке 1.  

При нулевых значениях параметров поведение функции ( , )i

n

a

V
F x x x

k
  в точках 

пересечения оси абсцисс дает исчерпывающую информацию об устойчивости 

соответствующей точки покоя системы уравнений (4),(5). Критерий следующий: если в 

точке пересечения функция убывает, то точка покоя является устойчивой. В случае 

возрастания – точка покоя является неустойчивой. Особый случай представляет 

касание функции оси абсцисс (рис. 1,b). В этом случае точка покоя является 

полуустойчивой, и все решения стремятся к нулю. 

 

Рис. 1. Графики функции ( , )i
n

a

V
F x x x

k
 при различных значениях параметров. (a) Vi = 12, ha = 1, 

hb = 2, n = 3; (b) Vi = 20.9, ha = 1, hb = 2, n = 3; (c) Vi = 4, ha = 2, hb = 4, n = 1; (d) Vi = 6, ha = 1, hb = 6, 

n = 1. Значения остальных параметров приняты равными Ka = 1, Kb = 1, ka = 1. По осям абсцисс 

отложены значения x, по осям ординат отложены значения функции. 

 

Исследуем устойчивость неотрицательных стационаров системы уравнений (4),(5) в 

зависимости от значений запаздывающих аргументов. 

Отметим, без доказательства, что если стационар системы уравнений (4),(5) 

является неустойчивым при нулевых значениях запаздывающих аргументов, то он 

остается таковым и при любых значениях запаздывающих аргументов be  ae  0. 

Рассмотрим стационары, устойчивые при нулевых значениях запаздывающих 

аргументов. Всего их может существовать два типа: нулевой стационар (x0 = 0) и, если 

существует, максимальный положительный корень (x1 > 0) уравнения (6). 

Для исследования зависимости устойчивости стационаров от значений 

запаздывающих аргументов линеаризуем уравнения (4),(5) в области точек покоя: 

1 2

1 2 0 1 1 2

( )
( ) ( ) ( ), 0,1,

( , ), ( , ), 0, 0, , 0, 0

( , ) ( , ), ( , ) ( , ),

j ae j be

j x j j j y j j j j a

i i
x n y n

a a

da t
w a t w x t a t j

dt

w w x x w w x x x x w w k

V V
w x y F x y w x y F x y

k x k y

       

      

 
 

 

 

Характеристическое уравнение имеет следующий вид 

 1 2 1 , , 0,1.ae be

j jw e w e x iy j
   

           (7) 

Перепишем (4) в виде системы двух уравнений 
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     

   

1 2

1 2

cos cos 1

sin sin

ae be

ae be

x x

j ae j be

x x

j ae j be

w e y w e y x

w e y w e y y

 

 

     


    

  (8) 

относительно неизвестных x и y. Исследуем устойчивость нулевой точки при ha, hb, 

n  1. 

Для nha > 1 имеем w01 = w02 = 0. Из (8) сразу получаем локальную устойчивость 

нулевого решения при любых значениях запаздывающих аргументов. 

Для nha = 1, w01 = Vi, w02 = 0. Тогда система (8) принимает вид  

   

 

01

01

cos 1
.

sin

ae

ae

x

ae

x

ae

w e y x

w e y y





   


  

     (9) 

Т.е., устойчивость нулевого решения не зависит от значения запаздывающего 

аргумента be. 

Пусть сначала 01 1w  .  

Из первого уравнения (9) имеем условие разрешимости системы (9) в 

действительной области:  
01

1
cos 1aex

ae

x
y e

w


   . Очевидно, что данное неравенство не 

выполняется ни при каких неотрицательных x, но выполняется для некоторых 

отрицательных x, следовательно, нулевая точка покоя является локально устойчивой 

для всех значений запаздывающих аргументов ae, be. 

Пусть теперь 01 1w  . В этом случае, при ae = 0 нулевой стационар является 

локально устойчивым.  

Тогда, чтобы найти значение ae, при котором нулевой стационар теряет 

устойчивость, необходимо решить систему  

 

 
01

01

cos 1

sin

ae

ae

w y

w y y

 


  
 

относительно ae и y. Опуская выкладки, получаем, что в точке 

2

01 01 01

1
arccos , 1,  0 arccosae w y w w

y
       , нулевая точка покоя теряет 

устойчивость.  

Исследуем теперь на устойчивость максимальный положительный стационар 

системы уравнений (4),(5). Напомним, что он является устойчивым при нулевых 

значениях запаздывающих аргументов. Т.е., выполняется условие 11 12 1w w  . 

Сначала рассмотрим случай 11 12 1w w  . 

Сразу замечаем, что при ae = be положительный стационар является устойчивым. 

Действительно, из (8) имеем  

 
   

11 12 11 12 11 12

1 1 1
cos 0, 1.ae aex x

ae

x x
y e x e

w w w w w w

  
     

  
 

Следовательно, все решения системы (8) имеют отрицательные действительные 

части.  

Пусть теперь при некоторых ae и be решение является неустойчивым, т.е. система 

(8) имеет решение (x > 0,y). Тогда в силу непрерывности существует такая пара 1 = ae 

и ae < 1 + 2 < be, для которой система (5) имеет решение (x = 0, y). 
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Таким образом, (5) имеет вид 

 

 
11 1 12 1 2

11 1 12 1 2

cos cos 1

sin sin

w y w y

w y w y y

     

      

.     (10) 

Возводя уравнения (10) в квадрат и складывая, путем несложных преобразований, 

получаем 

 2 2 2

11 12 2 11 12( ) 2 cos 1 0f y y w w y w w       . 

Замечаем, что  

 
22 2

11 12 11 12 11 12(0) 1 2 1 0f w w w w w w        . 

Также легко устанавливается, что если 2 11 12 1w w  , то 

    

    

2 2 2

11 12 2 11 12 11 12 2 2 0
0

2 2 2 2

11 12 2 11 12 11 12 2 2
0

0

2 cos 1 2 sin 0

2 cos 1 2 1 cos 0

yy
y

yy
y

y w w y w w y w w y

y w w y w w w w y








         


         

. 

т.е. f(y) убывает в нуле. 

Исследуем экстремумы функции f(y). Без доказательства приведем ряд 

утверждений. 

Утверждение 1. Существует конечное количество экстремумов, и все они находятся в 

интервале 11 12 2[0, ]y w w  . 

Утверждение 2. В точке 
max,0 0y   размещается локальный максимум. В каждом 

интервале 1[ , ]i ia b   существует ровно один максимум 

max, 1 11 12 2

2 2

1 1 3
[ , ], 2 2 , 1...

2 2
i i i i iy a b a i b i w w i

    
             

    
 

и ряд f(ymax,i) является возрастающим по i. Других максимумов нет. 

Утверждение 3. В каждом интервале 1[ , ]i ib a  существует ровно один минимум 

min, 1 0 11 12 2

2 2

1 1 3
[ , ], 0, 2 2 , 1...

2 2
i i i i iy b a b a i b i w w i

    
              

    
 

и ряд f(ymin,i) является возрастающим по i. Других минимумов нет.  

Из вышеприведенных утверждений получаем следующую систему для переменных 

1, 2, y: 

 

2 2 2

11 12 2 11 12

2

11 12 2

11 1 12 1 2

2 cos 1

sin

cos cos 1

y w w y w w

y
y

w w

w y w y

     



 


      

.    (11) 

Легко устанавливается, что если 11 12 1w w  , то система (11) не имеет 

действительных решений (1 > 0, 2 > 0, y). В противном случае, система (11) имеет 

искомое решение (2,bif >0 , ybif), для которого выполняется неравенство 0 < 2,bif, ybif < .  
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Значения (2,bif > 0, ybif) устанавливаем из первых двух уравнений системы (11). 

Тогда в качестве значения 1,bif берется минимальное положительное значение  

 2

11 12 2

1
2

1
arcsin

1 cos
, arcsin .

1

bif bif

bif bif

y w w y

y y


  

   


 

Пусть теперь выполняется неравенство 11 12 1w w   . 

Пусть ae = be. Тогда (8) преобразуется в систему  

   

   
11 12

11 12

cos 1

sin

ae

ae

x

ae

x

ae

w w e y x

w w e y y





    


   
. 

Чтобы найти значение запаздывающего аргумента ae, при котором положительная 

точка покоя теряет устойчивость, решаем следующую систему уравнений относительно 

неизвестных ae и y: 

 

 

11 12

11 12

1
cos ,

sin .

ae

ae

y
w w

y
y

w w


  


   
 

 

Из нее находим решение  

 
211 12

, 11 12

11 12

1
arccos

1
, 1 , arccos 0.ae bif bif

bif

w w
y w w

y w w


         


 

Легко устанавливаем, что если ae > ae,bif, то для любого be ≥ ae, стационарное 

решение является неустойчивым. Иными словами, если положительная точка покоя 

неустойчива при равных значениях запаздывающих аргументов, ae = be = , то она 

неустойчива и при любых значениях ae = , be > . Напротив, если ae < ae,bif, то 

система  

 

 
11 12

11 12

cos cos 1,

sin sin ,

ae be

ae be

w y w y

w y w y y

   


    
 

имеет такое решение be, y, что be,bif > ae. Т.е., если положительная точка покоя 

устойчива при равных значениях запаздывающих аргументов, ae = , be = , то она 

теряет устойчивость в точке ae = , be = be,bif. 

2. Анализ устойчивости стационаров модели (4),(5) 

Теория, изложенная выше, дает полную информацию об устойчивости стационаров 

системы уравнений (4),(5). В частности, из нее следует, что для любых значений 

запаздывающих аргументов be  ae  0, при nha > 1 нулевой стационар является 

локально устойчивым, а при nha = 1 – неустойчивым. Отсюда делаем вывод, что при 

nha > 1 в модели (4),(5) существует область вырождения. И, напротив, при nha = 1 

область вырождения отсутствует. Наличие условий существования в модели (4),(5) 

области вырождения представляется важным теоретическим наблюдением, так как 

поднимает вопрос о возможности спонтанной деградации постсинаптических бугорков. 

Существующие в настоящее время данные о механизмах регуляции локальной 
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трансляции в активированном синапсе позволяют предположить такую возможность. 

Так, хотя в настоящее время считается, что в регуляции локальной трансляции 

участвует одна молекула мРНК-связывающего белка FMRP, взаимодействующая с 3’-

UTR через TDP-43 (TAR DNA binding protein, 43 kDa) и с фактором инициации 

трансляции eIF4E через CYFIP1 (Cytoplasmic FMRP interacting protein 1) [50, 52], не 

исключается возможность реализации более сложных вариантов регуляции трансляции 

с участием дополнительных молекул FMRP, взаимодействующих с кодирующей 

последовательностью мРНК и/или L5 белком 80S рибосомы [46, 49], т.е. n может быть 

больше 1.  

Что касается параметра ha, который определяет механизм активации трансляции 

через дефосфорилирование FMRP, то его значение также может быть больше 1. 

Несмотря на то, что этот процесс является одноступенчатым и реализуется через PP2A 

фосфатазу [44], которая получает сигнал и дефосфорилирует FMRP без 

промежуточных посредников, наличие у FMRP множественных сайтов 

(де)фосфорилирования [53, 54] создает условия для определенной нелинейности в 

реализации этого процесса. 

Рассмотрим теперь положительные стационары. Как уже отмечалось выше, 

положительные стационары могут отсутствовать, положительный стационар может 

быть единственным, или же, их может быть два, с учетом кратности (рис.1). 

Изложенная выше теория гарантирует неустойчивость положительного стационара для 

любых значений запаздывающих аргументов be  ae  0, если он является 

неустойчивым для нулевых значений запаздывающих аргументов be = ae = 0. 

Поэтому остается рассмотреть положительные стационары, которые устойчивы для 

нулевых значений запаздывающих аргументов be = ae = 0. Из вида (5) функции Fn 

легко получаем, что таковым является положительный стационар, если он 

единственный, или максимальный положительный стационар, если их имеется два. 

Обозначим его через x1. 

Устойчивость/неустойчивость положительного стационара x1 при конкретных 

значениях запаздывающих аргументов be  ae  0 (далее будем называть данную 

информацию статусом стационара) зависит от значений только двух параметров, w1 и 

w2: 

1 1
1 1 1

1
1

( , )
( , ) ( , ) ,

1

( , )

( , ) ( , ) ,

1

( , )
1, ( , )

1

a b

b

a b

i a i n
x n h h

a a

a b

h

n

bi b i
y n h h

a a

a b

i n a
x

a

a

V nh V F x y
w x y F x y

k x k x y
x

K K

y
F x y

KV nh V
w x y F x y

k y k x y
y

K K

V F x x nh
w w x x

k x x

K


 

     
          

 
 

    
     

          

  
 

 


1

2 1 1

1 1 1

, ( , ) .

1

b

a b a b

h

b

b

yh h h h

b a b

x
nh

K
w w x x

x x x

K K K

 
 
 

  
        
                       

(12) 

Например, для набора параметров, использованных при расчете, размещенном на 

рисунке 1,c, устойчивость стационара теряется при ae = 0.005, be = 0.72, а для набора 

параметров, использованных при расчете, размещенном на рисунке 1,d – при 

be = ae = 0.69. Диаграмма устойчивости положительных стационаров модели (4),(5) в 

зависимости от значений величин w1 и w2 приведена на рисунке 2.  
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При расчетах выявились качественно различающиеся области устойчивости 

максимального положительного стационара. В области, обозначенной желтым полем 

(рис. 2), стационары были неустойчивыми при любых значениях запаздывающих 

аргументов be  ae  0 (безусловная неустойчивость). В области, обозначенной синим 

полем, стационары сохраняют устойчивость при любых значениях запаздывающих 

аргументов, be  ae  0 (безусловная устойчивость). Две качественно различных 

области, обозначенных красным и белым полем, можно назвать областями условной 

устойчивости. Однако в области, обозначенной красным полем, максимальные 

положительные стационары теряют устойчивость при некоторых значениях 

запаздывающих аргументов, be  ae  0, причем хотя бы одно неравенство является 

строгим, тогда как в области, обозначенной белым полем, положительный стационар 

является устойчивым только при нулевых значениях be = ae = 0. При этом для всякого 

ae  0, существует be  ae, при котором стационар теряет устойчивость. Поскольку для 

реального синапса значения be = ae = 0 является практически нереализуемым 

условием, то эту параметрическую область можно также считать областью безусловной 

неустойчивости системы локальной трансляции. 

 

 

Рис. 2. Диаграмма устойчивости позитивного стационара уравнения (4),(5). Зоны разных типов 

стационаров показаны различными цветами. Желтое поле – w1 – w2 > 1, стационар является 

неустойчивым при любых значениях запаздывающих аргументов be  ae  0. Синее поле –  

|w1 – w2| < 1, w1 + w2 < 1, стационар является устойчивым при любых значениях be  ae  0. 

Красное поле – |w1 – w2| < 1, w1 + w2 > 1, стационар является устойчивым при любых значениях 

be = ae  0 и для всякого ae  0 существует be > ae при котором стационар теряет устойчивость. 

Белое поле – w1 – w2 < –1, w1 + w2 > 1, стационар является устойчивым при нулевых значениях 

be = ae = 0 и для всякого ae  0 существует be  ae при котором стационар теряет устойчивость 

Черными точками отмечены значения варьирующих параметров, для которых прогнозировалась 

хаотическая динамика (см. табл. 2 из [19]).  

 

Действительно, ранее, анализируя хаотический потенциал модели (4),(5) [19], мы в 

выборочных экспериментах определили ряд значений варьирующих параметров (Vi, Kb, 

ha, hb, n), для которых у модели прогнозируется наличие хаотической динамики. Для 

этого мы использовали эмпирический критерий [55], который позволяет исключить из 

анализа параметры ae, be и, не прибегая к решению задачи Коши для системы 

уравнений (4),(5), по функции ( , )iV F x x  выявлять значения параметров (Vi, Kb, ha, hb, 

n), для которых у модели (4),(5) при некоторых равных значениях запаздывающих 

параметров прогнозируется хаос. На рисунке 2 результаты этого анализа показаны 

черными точками. Все точки оказались расположенными в области w1 – w2 < –1, 

w1 + w2 > 1. Т.е. область, где положительный стационар является устойчивым только 
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при нулевых значениях be = ae = 0, можно считать областью хаотической динамики 

модели (4),(5). 

Разработанная теория позволяет полностью охарактеризовать стационары уравнения 

для любых конкретных значений параметров (Vi, ka, Ka, Kb, ha, hb, n). Так как решение 

вопроса устойчивости стационаров имеет смысл только в физиологической области 

значений параметров Vi, ka, Ka, Kb, ha, hb, n, то необходимо было определить примерные 

размеры данной области. Учитывая отсутствие экспериментальных данных для 

большей части этих параметров, мы снизили размерность пространства анализа, приняв 

во внимание следующее. На основании того, что Vi и ka входят в уравнение стационара 

(6) в виде отношения, то, не ограничивая общности, мы положили ka = 1. Так же мы 

приняли Ka = 1, так как в противном случае мы всегда можем сделать замену x := x/Ka, 

y := y/Ka, так Kb:=Kb/Ka. Значение ha = 1 мы зафиксировали на основе биологических 

данных [44]. В результате неопределенными остались четыре параметра (Vi, Kb, hb, n), 

которые входят в w1 и w2. Мы определили примерные физиологические границы этих 

параметров (см. табл. 1) и, с использованием изложенной выше теории, исследовали 

для этой области статус максимального положительного стационара. Результаты 

анализа устойчивости положительных стационаров модели (4),(5) в зависимости от 

значений параметров Vi, Kb, hb и n показаны на рисунке 3.  

Хорошо видно, что область безусловной устойчивости (зеленое поле) 

максимального положительного стационара модели (4),(5) уменьшается, а зона 

хаотической динамики (красное поле) увеличивается с увеличением значений 

параметров, описывающих сложность (n) и нелинейность (hb) функционирования 

FMRP-зависимого механизма регуляции локальной трансляции в активном синапсе, а 

также c увеличением эффективности (скорости, V) трансляции.  

Этот вывод не противоречит полученным ранее данным [19] и позволяет 

предположить, что в основе известных фактов аутистических расстройств, связанных с 

повышенной активностью аппарата трансляции в синапсе [56, 57], могут лежать 

нарушения стабильности протеома, связанные с формированием сложных 

динамических режимов синтеза рецепторных белков в ответ на стимуляцию глутамат-

специфичных рецепторов в возбуждающих синапсах пирамидальных клеток 

гиппокампа.  

 

Рис. 3. Области устойчивости положительного стационара модели (4),(5) в зависимости от 

максимальной скорости синтеза рецепторного белка (V) и значений константы эффективности 

блокирования локальной трансляции в синапсе (Kb). Значения параметров: (a) n = 1, hb = 2; (b) 

n = 2, hb = 4; (с) n = 3, hb = 6. Белое поле – значения параметров, при которых у модели (4),(5) 

отсутствуют положительные стационары. Зеленое поле – стационары являются устойчивыми при 

любых значениях be  ae  0. Желтое поле – стационары теряют устойчивость при некоторых 

значениях be  ae  0. Красное поле – положительные стационары устойчивы только при 

be = ae = 0. 
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Таким образом, разработанная теория позволила полностью охарактеризовать 

неотрицательные стационары в модели (4),(5) с управляющей функцией Fn для 

конкретных значений параметров модели.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В результате проведенного исследования были сформулированы следующие условия 

существования положительного корня у уравнения (6): 

1. Если n  ha = 1, то уравнение (6) имеет положительное решение тогда и только 

тогда, когда 1i

a a

V

K k
 . 

2. Если n  ha > 1, то уравнение (6) имеет положительное решение тогда и только 

тогда, когда i

a

V
z

kK
 , где 

    
 

1

2

1

n
h
a

b b a

n h n
a

b

u nh n h h
z

nh u


  



, а u является решением 

уравнения    1 1 0

h
b

h ha b a
b a

b

K
nh u u nh

K

 
     

 
 из интервала  0 1au nh   .  

Для формулирования условий устойчивости неотрицательных стационаров у 

системы уравнений (4),(5) потребовались параметры w1 и w2, вычисленные в 

неотрицательных стационарах x1 уравнения (6) по частным производным: 

1

1 1 1 2 1 1

1 1 1 1

( , ) ( , ), ( , ) ( , ),

( , ) , ( , ) .

1 1

b

a b a b

i i
x n y n

a a

h

b

ba
x yh h h h

a b a b

V V
w x y F x y w x y F x y

k x k y

x
nh

Knh
w w x x w w x x

x x x x

K K K K

 
 

 

 
 
 

    
          
                          

 

В итоге, условия устойчивости неотрицательных стационаров у системы уравнений 

(4),(5) сформулированы следующим образом: 

1. Если неотрицательный стационар является неустойчивым при нулевых 

значениях запаздывающих аргументовbe = ae = 0, то он остается таковым и при любых 

be  ae  0. 

2. Нулевой стационар при любых be  ae  0 и n  ha > 1 является локально 

устойчивым, а при n  ha = 1 он устойчив при 1i

a a

V

K k
 , и неустойчив при 1i

a a

V

K k
 . 

3. Если для положительного стационара w1 – w2 > 1, то он является неустойчивым 

при любых be  ae  0. 

4. Если для положительного стационара |w1 – w2| < 1, w1 + w2 < 1, то стационар при 

любых be  ae  0 является локально устойчивым. 

5. Если для положительного стационара |w1 – w2| < 1, w1 + w2 > 1, то данный 

стационар является локально устойчивым при любых be = ae  0 и для любого 

фиксированного ae  0 существует be > ae, являющееся решением системы 

 

 
1 2

1 2

cos cos 1

sin sin

ae be

ae be

w y w y

w y w y y

   


    
, 
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относительно неизвестных be и y, при которых стационар теряет устойчивость; 

6. Если для положительного стационара w1 – w2 < –1, то данный стационар 

является локально устойчивым при be = ae = 0 и существует be = ae, являющееся 

решением системы (4), при котором стационар теряет устойчивость; более того, для 

любого ae меньше данного решения, существует be > ae, являющееся решением 

системы (4), при котором стационар теряет устойчивость. 

Описанные выше условия дают полное решение проблемы поиска стационаров для 

конкретного вида (3) уравнения с запаздыванием и управляющей функцией Fn.  
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